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Propriedade Forte de Markov
Propriedade de Markov de dada (X,): V¢ > 1, n > 0 fixos
P(Xote = | Xi, 0 < k < n) = P(Xnpe = -[Xn) = Px, (X = ),
onde Px, (X¢ = -) = Pu(Xe = -)|x=x,-

Extensdo para tempos T aleatérios (va's inteiras ndo negativas no
mesmo espaco de probabilidades que (X,)):

P(X7i0 =X, 0< k< T)=Px, (X =) (1)
2 3

1
1 /1/2 1/2 0
N3o pode ser vélido em geral; exemplo: P = 2 ( 0 1/2 1/2),
3\0 1/2 1/)2
T=sup{n>0:X,=1} (convengdo: supf) = 0)
... tempo da dltima visita a 1. (Obs. P(T < x0) =1)
Supondo 3 =P(Xp =1) =1, como X7 =1 (qo):
P(X741=1|X,0< k< T)=0#1/2=Py;.

Precisamos de condi¢des sobre T para a validade de (7).



Tempos de parada

Dado um espago de probabilidades (2, 7, P) onde haja uma
sequéncia X = (X;,)nen de varidveis aleatdrias, e uma varidvel
aleatéria T € NU {oo}, dizemos que T é um tempo de parada
(TP) para X, se para cada n € N

o evento {T = n} ndo depender de {X,11, Xnt2,...}*

Exemplos. (Suponhamos que para todo n > 0, X, € S enumeravel)

1) Tempo de 1? passagem: dado x € S, seja
Te=inf{n>1:X,=x}.
Entdo {Tx =1} = {X; = x}, eparan>2
{Te=n}={X1 #x,..., X1 # x, Xn = x};
logo, Tx é um TP.

Obs. Sob P, também chamamos T, de tempo de retorno a x.

*Pode depender de {Xo, ..., Xn}.



Tempos de parada (exs.)

2) Dado A C S,
HA =inf{n > 0: X, € A}: tempo de chegada em A.
Entdo {HA =0} = {Xo € A}, eparan>1
{HA=n}={Xo ¢ A,.... Xo 1€ A X, € A}
logo, HA é um TP.

3) Tempo de dltima visita: LA = sup{n >0: X, € A}
N3o é em geral um TP: {L” = n} depende de {X,,, k > 0}.

No exemplo de slide 2 acima: T = L1}, (Mas considere o exemplo

001
P=[1 0 0])
001

4) Tempos deterministicos sdo TP's.



Teorema 1 (Propriedade Forte de Markov — PFM)

Seja (X,) uma CM e T um TP. Entdo Vx; y1, ..., ¥n: X0,X1,... €S

P(X7ti1=y1,-- s X740 = Yal T <00, X0 = x0,...,X7-1 = x7_1, X7 = X)
:PX(XI :)/1a-~-7Xn:)/n)7 n= 1

Obs. O Teorema 1 diz que se T < oo, entdo, dado que Xt = x,
i) (X741, .., X74n) é independente de (Xp, ..., X7-1), e

ii) tem a mesma distribuicdo que (Xi, ..., X,) sob P,.



Dem. do Teorema 1
Para n > 0. fixo, sejam os eventos
A={T <00,Xp = x0,...,XT-1 = x7-1, XT = X},
B={Xri1=y1,-- -, XT1n=yn} €
C={X1=y1,...,. X0 = yn}.
Queremos mostrar que P(B|A) = P(B N A)/P(A) = Px(C). (*)

P(B N A)
o0 DZ

=3 P(T=0Xo =X, Xo—1=%X—1,X¢ = %, ..., Xen = ¥n)
£=0

= P(Xer1 = Y1, -, Xexn = Yal Xe = x, D) (X, = x, D)
=0

Dado X; = x, Dy s6 depende de {Xo, ..., Xy—1}; da propriedade de
Markov (incluindo a homogeneidade temporal):

P(BNA) =Px(X1 = y1,..-, Xo = ¥n) 22720 P(Xe = x, Dg) = P (C)P(A).

Substituindo em (), segue o resultado. O



Exemplo — Passeio aleatério simples em 7Z

g=1-pe(0,1)

-2 -1 0 1 2 P x-1 X x+1

H, = tempo de chegada em x = HXY x ezt
Dado que Xp =2 e H; < oo, temos que Hy = Hi + Ho, onde
Ho = inf{n>0: Xy, 1, =0}}

Pela PFM, temos que, sob P,(:|H; < 00), Ho é independente de
H; e tem a mesma distribuicdo que Hp sob IP;.

Obs. Temos ainda que H; sob P, tem a mesma distribuicdo que
Ho sob PP, pela homogeneidade espacial do PASS.

tusando a notac3o do Exemplo 2 acima
1H1 =00= Hy =
SP(x,y) = P(0,y —x) ¥ x,y



PAS em Z (cont.)

Logo, para 0 < s < 1, temos (lembrando que, nesse caso, s> = 0)
Ea(sM0) = Ea(s™, Hy < 00) = Eo(sM+H|Hy < 00) Po(H < o0)
= Ea(s|Hy < 00) x Ea(s™|Hy < 00) x Py(Hy < o0)
Ea (s | Hy <00, X, =1)"2" I, (sH0)
= Ey(s™, Hy < 00) Eq(s) = Ey(sM) Ey(sT0) =: ¢?(s),
onde = segue da observacio ao final do slide anterior.

Por outro lado, pela Propriedade de Markov simples
¢(s) = E1(s™0) = pEy(s™0F1) + qEo(s™F1) = ps p*(s) + gs. (%)

Logo, para cada s € [0,1), ¢(s) satisfaz a equagdo psx? — x + gs = 0,
14 +/1— 4pgs?
2ps

_ _ 2
¢(s):l /1 —4pgs

2ps (%)

cujas raizes sdo

$(0) = 0:

. Como ¢ é continua em [0,1) e



PAS em Z (cont.)

1) Pi(Ho < @) = ||m @(s) *)ﬂ: {iv p<gq; (1)
p P p>q.

2) Expansédo de Taylor de (*) em torno de 0. Para k > 1:

f(t)
%=1 t=0 1

—_——
%(1—V1—t):1'3'2“/53[(1_1)%(1_ t) T = 2k 1 24 2k 2K

__1 200 1y1 1 (KN 1oy 1 (2ky 1 g
_2k71{ KU 2K f 2K = 2k—1 (k1)2 k'_zkfl(k)M k!
N———’

ay
Expansdo de Taylor de f em torno de 0: f(t) = >, akth. Logo
$(5) = 255 (4PG5°) = Y41 30 1)( ) A ph1gksti? =2 j>0PiS
0, se j for par,

onde p; = 1 (j+1> =1 g . , (2)
pzTqg: se j for impar.



PAS em Z (cont.)

Identificando: de (2) e ¢(s) = >_ ;5 P1(Ho =) s/, segue que
Pi(Ho=j)=pj,j > 0.

Valor esperado

E1(Ho, Ho < 00) = limg 1 ¢/(s)

Em vez de partir de (*), vamos diferenciar (x) em (0,1):

+q __ 1
=15 P
2 (1) — =
¢ = pd? + 260/ +q = o = LOEL Foe pm9
N\ 2
<lem[0,1) P27+q _ q/p
27 ~ 1-2q0 P> 4
Logo,
1 ) 1
E1(Ho) = 175, se p < g; e E1(Ho[Ho < o0) = =29 ¥ P-
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Valor esperado (cont.)
Seja Ex(Hp), x > 1, p<1/2.

Notemos que dado que Xy = x, temos
Ho= A1+ He o+ + H + Fo, onde Hy_y = H,_1 e

I:IZ:inf{nZO:X,:, =z}, z<x—1

X71+"'+Flz+l+n
Homogeneidade espacial: sob P, l:lx_l ~ Hy sob Py, e logo
Hy_1 < 00 qc.

Da PFM, sob P,, I:Io, ..., Hx_1 sdo iid ~ Hy sob IP1, e logo sdo
todas finitas quase certamente.

Segue prontamente que

EX(H()) = XEl(HO) = 1_ 2p-
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